Algoritmi e Principi dell’Informatica

Appello del 12 Luglio 2019

Chi deve sostenere I’esame integrato (API) deve svolgere tutti gli esercizi in 2 ore.

Chi deve sostenere solo il modulo di Informatica teorica deve svolgere gli Esercizi 1 e 2 in 1 ora.

Chi deve sostenere solo il modulo di Informatica 3 deve svolgere gli Esercizi 3 e 4 in 1 ora.

NB: i punti attribuiti ai singoli esercizi hanno senso solo con riferimento all’esame integrato e hanno
valore puramente indicativo.

Esercizio 1 (8 punti)

Un linguaggio L viene detto senza prefissi se non contiene alcuna stringa che sia un prefisso
proprio di un’altra stringa di L.

E decidibile il problema di stabilire se un generico automa a stati finiti A riconosca un linguaggio
senza prefissi?

Cambierebbe la risposta se, al posto di un automa a stati finiti, fosse data una generica macchina
di Turing?

Esercizio 2 (8 punti)
Si consideri la seguente grammatica G1:

S->abAb|Sb | abb

A->abShb
1) Si descriva formalmente, come insieme di stringhe, il linguaggio L(G1).
2) E possibile rendere il precedente linguaggio regolare, aggiungendo una sola produzione a G1? In
caso negativo, si motivi esaurientemente la risposta; in caso positivo, si indichi tale produzione e si
definisca il linguaggio risultante usando una grammatica o automa a potenza espressiva minima.

Esercizio 3 (7 punti)
Si consideri una funzione f(n) tale che
_f(n)
lim =

n-o nN°¢

0

dove c € una costante positiva arbitraria.
Si pud concludere che f(n) = O(n“¢), per una qualche costante positiva £< c? Motivare
opportunamente la risposta.

Esercizio 4 (9 punti)

Siano dati k BST (Binary search tree, o alberi binari di ricerca), ciascuno contenente un numero n;
di nodi, anche fortemente variabile tra i vari alberi. Si descriva in modo chiaro, sintetico e preciso,
preferibilmente anche mediante pseudocodice, un algoritmo che produca una lista concatenata
monodirezionale, ossia con il solo puntatore all’elemento successivo, e ordinata in ordine
crescente, contenente tutte e sole le foglie dei k alberi. Nel caso si faccia uso di altre strutture dati
oltre ai k BST in input e la lista finale da produrre in output, queste dovranno comunque essere
liste concatenate monodirezionali: né array, né alberi, liste bidirezionali, ecc. Si valutino la
complessita temporale e spaziale dell’algoritmo in funzione del numero totale di nodi degli alberi e
del numero k degli alberi.

NB1: si assuma che le chiavi degli oggetti contenuti nei nodi degli alberi possano essere
confrontate mediante le normali relazioni, <, >, =.

NB2: non vi e bisogno di ricodificare operazioni base per le normali strutture dati note in
letteratura: esse possono essere semplicemente invocate, precisandone la relativa complessita ai
fini del calcolo della complessita totale dell’algoritmo.



Tracce delle soluzioni

Esercizio 1

Per I'automa a stati finiti e decidibile. Basta infatti effettuare qualche controllo strutturale
sull’automa.

Per preparare I’analisi che segue, si eliminano tutti gli stati che non sono raggiungibili dallo stato
iniziale (mediante ad esempio una ricerca in profondita). Quindi, per ogni stato finale q, si verifica
se c’e un altro stato finale q’ raggiungibile da q oppure se ci sia un ciclo che da q ritorna a q. Se
esiste un tale cammino, allora il linguaggio riconosciuto non & senza prefissi, altrimenti lo e.

Nel caso della macchina di Turing il problema sarebbe indecidibile per il teorema di Rice,
trattandosi di una proprieta della funzione calcolata dalla macchina.

Esercizio 2

1) L(G1) = {(ab)?*1.b%*1 b* | k >= 0}

2) Con S ->ab Sl linguaggio diviene (ab)*.b*. Una grammatica regolare per esso ¢ la seguente:
S->aB

B->bS|bC

C>bC|b

Una soluzione alternativa € S -> S a. In questo caso il linguaggio diviene abb.{a,b}*, con grammatica
S->aA

A->bB

B->bC|b

C->aC|bClalb

Esercizio 3

No. La funzione
Cc

fn) = logn

soddisfa chiaramente il limite imposto. Tuttavia non esistono 3 costanti positive M, no e ¢tali che

per, n>no, risulti sempre f(n) < M n“¢, ossia:
nC

< Mn°~¢, il che avviene se e solo se

£

logn
n

<M,
logn

ma, come noto, n¢ cresce piu velocemente di log n per qualunque &£ >0, pertanto il loro rapporto
non puo essere limitato da una costante M.

Esercizio 4
Un algoritmo naturale per raggiungere lo scopo consiste in:

1. Visitare ogni BST “in-order” ossia: sottoalbero sinistro, contenente gli elementi a chiave
minore, radice, sottoalbero destro.

2. Quando la suddetta visita incontra una foglia, caratterizzata dal fatto che entrambi i figli
sono NIL, la foglia viene memorizzata in una lista concatenata (preferibile ad un array
perché le dimensioni dell’albero non sono note a priori e possono essere fortemente
variabili).

3. Usando la normale operazione di inserimento in testa di una lista monodirezionale, che si
esegue in tempo O(1) si ottengono k liste ordinate in ordine inverso.



4. Siprocede quindi con un algoritmo di fusione che preleva ad ogni iterazione I’elemento
massimo tra esse e lo inserisce, in testa, nella lista finale, producendo quindi una lista
ordinata in ordine crescente.

In questo modo occorrono:

e Per ogni albero la visita di ni nodi e, al piu, altrettanti inserimenti in lista, quindi n di queste
operazioni dove n = ¥ n;.

e k.n scansioni delle k liste (a meno di ottimizzazioni che evitino di riesaminare una lista gia
svuotata) e relativo inserimento in testa dell’elemento massimo.

Nel caso pessimo percio I'algoritmo ha complessita temporale O(k.n) e spaziale O(n).



