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Informatica teorica

Esercizio 1 (8 punti)

Per ciascuno dei linguaggi seguenti, definiti sull’alfabeto A = {a, b}, si utilizzi un formalismo a
potenza minima (tra tutti quelli visti a lezione) che lo caratterizzi.

1. L1 = {akw | w ∈ A∗ e w contiene almeno k simboli a, con k ≥ 1}.

2. L2 = {akw | w ∈ A∗ e w contiene esattamente k simboli a, con k ≥ 1}.

Soluzione

1. Tutte le stringhe corrispondenti a valori di k maggiori di 1 fanno già parte del caso k = 1,
che pertanto è l’unico che occorra considerare. Il linguaggio è quindi L1 = {aw | w ∈
A∗ e #a(w) ≥ 1}, che è chiaramente regolare, in quanto esprimibile mediante l’espressione
regolare a(a|b)∗a(a|b)∗. Il formalismo a potenza minima per esprimere L1 è quello della logica
monadica del prim’ordine (MFO). Una formula MFO che lo esprima è la seguente:

∃x(∃y(x = 0 ∧ a(x) ∧ x < y ∧ a(y))),

o, più semplicemente,

a(0) ∧ ∃x(0 < x ∧ a(x)).

2. L2 non è regolare perché richiede necessariamente la capacità di contare le a in w. È pertanto
necessario un automa a pila.

L’automa qui di seguito mostra una soluzione in cui stabilisce nondeterministicamente il punto
preciso della sequenza in cui interrompere il conteggio dei k simboli a.

q0 q1 q2

a, Z0/AZ0

a,A/AA

a,A/ε
b,A/A

a,A/ε
b,A/A
b, Z0/Z0

ε, Z0/ε

(Bonus +1 punto) Tuttavia, una più attenta analisi rivela che le condizioni del linguaggio
impongono che il numero di a sia pari e che le a che appaiono dopo la prima b (se presente)
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siano in numero minore o uguale rispetto a quelle che appaiono prima della b. Per queste
verifiche è sufficiente un automa deterministico, come quello mostrato sotto.

q0 q1 q2 q3

q4

a, Z0/AZ0

a,A/AA

a,A/AA

b,A/A

a,A/εa,A/ε

b,A/A

b, Z0/Z0

b, A/A

b,A/A

Esercizio 2 (8 punti)

Sia k un intero positivo e A un alfabeto di almeno due simboli. Si considerino i seguenti insiemi
di indici di macchine di Turing (MT) definite sull’alfabeto A, e si indichi, fornendone un’appropriata
giustificazione, se sono decidibili e se sono semidecidibili. Barrare tutte le caselle applicabili.

1. S1 è l’insieme di indici delle MT che accettano almeno una stringa di lunghezza k.

2. S2 è l’insieme di indici delle MT che accettano al più una stringa di lunghezza k.

3. S3 è l’insieme di indici delle MT che calcolano la funzione caratteristica (detta anche funzione
indicatrice) dell’insieme S2.

Soluzione

S1 è decidibile? S̀ı□ No✓□ S1 è semidecidibile? S̀ı✓□ No□

1. S1 non è decidibile per il teorema di Rice: la proprietà di accettare almeno una stringa di
lunghezza k è una proprietà non banale del linguaggio riconosciuto (funzione calcolata). Esiste
infatti almeno un linguaggio riconosciuto da una MT con tale proprietà (ad esempio, A∗) e
uno senza (∅). S1 è tuttavia semidecidibile, in quanto è possibile calcolare la sua funzione
semicaratteristica c′S1

(x) = se x ∈ S1 allora 1 altrimenti ⊥. La procedura algoritmica che
calcola c′S1

(x) opera come segue: emula, in modo diagonale in un numero via via crescente di
passi di esecuzione, il comportamento di Mx su tutte le stringhe di lunghezza k. Non appena
una delle computazioni emulate termina accettando, la procedura restituisce 1.

S2 è decidibile? S̀ı□ No✓□ S2 è semidecidibile? S̀ı□ No✓□

2. S2 non è decidibile per il teorema di Rice, poiché anche in questo caso si tratta di una
proprietà non banale del linguaggio riconosciuto. Ad esempio, ∅ ha tale proprietà, mentre
A∗ no. Mostriamo ora che S2 non è nemmeno semidecidibile, osservando che il suo com-
plemento S̄2 è semidecidibile e dunque, essendo S2 non decidibile per Rice, al più uno tra
S2 e S̄2 è semidecidibile. Concretamente, S̄2 è l’insieme degli indici di MT che accettano
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almeno 2 stringhe di lunghezza k. Una procedura che calcola la funzione semicaratteristi-
ca c′

S̄2
(x) = se x ∈ S̄2 allora 1 altrimenti ⊥ agisce in maniera analoga alla c′S1

descritta al
punto precedente, ovvero emula diagonalmente il comportamento di Mx fino a quando due
computazioni su stringhe diverse, ma di lunghezza k, terminano con accettazione, nel qual
caso restituisce 1.

S3 è decidibile? S̀ı✓□ No□ S3 è semidecidibile? S̀ı✓□ No□

3. L’insieme S3 non contiene alcun indice di MT, in quanto S2 è indecidibile, dunque non esiste
alcuna MT in grado di calcolare la sua funzione caratteristica. S3 è dunque decidibile per
Rice (e quindi anche semidecidibile).

3/3


